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У статті проаналізовано розподіл внутріш-
ніх та реактивних зусиль при моделюванні згину 
композитних брусів за ітераційною зсувною 
моделлю. Визначено характер впливу зсувної 
піддатливості матеріалу бруса на форму і вели-
чину внутрішніх зусиль. Подані результати тео-
ретичних і експериментальних досліджень реак-
тивних зусиль у статично невизначних балках
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В статье проанализировано распределение 
внутренних и реактивных усилий при моделиро-
вании изгиба композитных брусьев с использова-
нием итерационной сдвиговой модели. Определен 
характер влияния сдвиговой податливости 
материала бруса на форму и величину внутрен-
них усилий. Представлены результаты экспе-
риментальных и теоретических исследований 
реактивных усилий в статически неопредели-
мых балках
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1. Вступ
Підвищення надійності та економічності нових 
інженерних конструкцій потребує застосування ком-
позитних матеріалів, які за своїми цільовими харак-
теристиками значно перевершують традиційні одно-
рідні матеріали. 
У конструкціях різного призначення широко роз-
повсюджені елементи у вигляді брусів, що працюють 
на поперечний згин.
Ефективне застосування композитних матеріалів 
для виготовлення таких елементів потребує розробки 
теоретичних передумов та практичних методів роз-
рахунку, які дозволяють враховувати неоднорідність 
композитів та їх особливості деформування, зокрема 
значну піддатливість дії поперечних зсувів.
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2. Аналіз існуючих досліджень
Розробці та реалізації некласичних теорій дефор-
мування композитних систем присвячено багато нау-
кових праць вітчизняних та закордонних дослідників, 
зокрема [1 – 11]. Стан ітераційної аналітичної теорії в 
механіці шаруватих композитних систем досліджено 
в огляді [1]. Механіка деформування брусів із пря-
мою віссю, що мають складну структуру поперечного 
перерізу, детально описана на основі застосування 
ітераційної моделі в [2, 5]. Моделювання задач згину 
статично невизначних композитних брусів описане у 
[3].
Але в цих роботах, як і в інших, практично відсутні 
результати наукових досліджень впливу поперечних 
зсувів на розподіл внутрішніх і реактивних зусиль 
в композитних елементах. Результати спеціальних 
експериментальних досліджень з приводу цих питань 
нами також не виявлені.
3. Формування мети та завдань
У практиці конструювання елементів у вигляді 
стержнів різних перерізів дуже часто використову-
ються інтегральні характеристики напруженого стану 
– внутрішні зусилля у поперечних перерізах. Їх роз-
поділ залежить від характеру розподілу активного та 
реактивного навантаження. Якщо розподіл активного 
навантаження детермінований вихідними даними, то 
розподіл реактивних зусиль є невідомим. У статично 
визначних задачах він визначається на основі умов 
рівноваги елемента, і таким чином, не може залежати 
від обраної моделі деформування. Але для брусів, 
які мають додаткові (зайві) закріплення визначення 
величини реактивних зусиль потребує використання 
додаткових умов.
Дослідження, висвітлені у науковій літературі, по-
казують значний вплив на деформування композит-
них брусів зсувної депланації поперечних перерізів. 
Але стосовно впливу зсувів на розподіл реактивних, а 
відтак, і внутрішніх зусиль для статично невизначних 
композитних брусів дані відсутні, що і обумовлює ак-
туальність дослідження.
Метою даної роботи є теоретичне і експеримен-
тальне визначення рівня впливу поперечних зсувів на 
розподіл внутрішніх і реактивних зусиль у композит-
них брусах, що згинаються.
4. Результати теоретичних досліджень
Для встановлення характеру впливу зсувної під-
датливості матеріалу бруса на розподіл внутрішніх 
зусиль при згині використаємо отримані у [2] вирази 
для нормальних та дотичних напружень в поперечних 













































де w xm ( ) , χmi x( )  – відповідно, функції вертикальних 
переміщень перерізів бруса та зсувів; ξ ξ0 z zi( ) ( ),  – функ-
ції розподілу поздовжніх переміщень по висоті попереч-
ного перерізу бруса; f zi ( )  – функції розподілу кутових 
деформації; E y zx ,( )  – функція поздовжнього модуля 
пружності матеріалу композитного бруса в межах по-
перечного перерізу.
Ці вирази описують напружений стан композитно-
го бруса, віднесеного до декартової системи координат, 
в якій вісь OX  співпадає з віссю жорсткості бруса, а 
осі OY  та OZ  лежать в головних площинах жорстко-
сті. Для наведених виразів площина дії зовнішнього 
навантаження співпадає із головною площиною жор-
сткості ZOX .
Внутрішній згинаючий момент в поперечному пе-
рерізі бруса знайдемо як рівнодійний момент нормаль-























де уведені позначення постійних E z dA Dx
A
ξ0 00∫ = , 
E z dA Dx i
A
iξ∫ = 0 .
Поперечну силу – відповідно як рівнодійну дотич-
них напружень:























Із використанням рівнянь теорії пружності може 
бути доведені рівності:




i0 00 0∫ ∫= =, . (4)























З виразів для внутрішніх зусиль (2) та (5) можна 
зробити висновок, що і згинаючий момент, і поперечна 
сила залежать, як від згинної жорсткості D00  компози-
та, так і від його зсувних жорсткостей D i0 .
Якщо із системи визначальних диференціальних 
рівнянь для визначення функцій вертикальних пере-
міщень та зсувів [2], виключити складові, пов’язані із 






































































де q xz ( )  – функція узагальненого зовнішнього наван-
таження; Dkl  – характеристики жорсткості; j m= 1,  - ін-
декс, що розгортає систему по вертикалі.
Рівняння системи (6) є лінійними неоднорідни-
ми диференціальними рівняннями. Тому розв’язок 
відносно функції вертикальних переміщень першого 
















де w0  – розв’язок для вертикальних переміщень нульо-
вого кроку наближення (класична модель).
Тоді, на будь-якому кроці уточнення m  верти-
кальні переміщення wm  є лінійною комбінацією 
функції w0 , що відповідає нульовому наближен-
ню (згинна складова прогинів) та функцій зсуву χmi  
(зсувна складова прогинів) відповідного порядку.














3, .  (8)
Таким чином, внутрішні зусилля на будь-якому 
кроці уточнення, хоча за формою запису і відрізняють-
ся, але все одно відповідають нульовому наближенню 
(класичній моделі). Це підтверджує правильність спів-
відношень моделі, оскільки внутрішні зусилля мають 
відповідати рівнянням рівноваги статики, а розв’язки 
класичної моделі, як відомо, їм відповідають. Але це 
стосується лише тих випадків, коли рівнянь рівноваги 
статики достатньо для визначення внутрішніх зусиль, 
тобто для статично визначних задач згину. Для таких 
задач умови рівноваги статики беззаперечно диктують 
вимоги і щодо характеру розподілу, і щодо величини 
внутрішніх зусиль.
Інша справа у випадку статично невизначних задач 
згину, для яких умови рівноваги статики однозначно 
не є визначальними для внутрішніх зусиль. Точніше, 
вони визначають характер розподілу (постійний, лі-
нійний, квадратичний тощо), але не визначають вели-
чину зусиль, оскільки рівнянь рівноваги не вистачає 
для визначення усіх невідомих реакцій.
Наслідком цього є те, що вирази для внутрішніх зу-
силь моделі будуть залежати від величин реактивних 
зусиль (невідомих реакцій опор):
M x R R R D
d
dx
w x R R R
Q x R R R
y n n
z n
, , , , , , , , ,
, , , ,
1 2 00
2




( ) = ( )
( ) = ( )D d
dx
w x R R Rn00
3
3 0 1 2, , , , ,
 (9)
де R R Rn1 2, , ,  – інтенсивності реакцій проміжних опор.
Визначення невідомих реакцій (розкриття статич-
ної невизначеності) потребує введення додаткових 
рівнянь. Ці рівняння фактично є умовами деформу-
вання розглядуваної статично невизначної системи за 
наявних додаткових за-
кріплень.




до залежності величини 
реакцій від моделі де-
формування і, нарешті, 
від спрощуючих гіпотез, 
прийнятих при її побу-
дові.
Наприклад, для шар-
нірних проміжних опор 
у нерозрізних балках до-
датковими умовами є відсутність вертикальних пере-
міщень опорних перерізів:
w r w r w r w rn1 2 30 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) =, , , , , (10)
де r r r rn1 2 3, , , ,  – значення незалежної змінної x , що від-
повідають координатам опорних перерізів.
З урахуванням (7) додаткові рівняння (10) для роз-
глядуваної зсувної моделі запишуться так:
w r R R R
D
D










1 0, , , , , , , , ( ) − −( ) ( ) =
=
∑ χ , (11)
де j n= 1,  – розгортає систему по вертикалі.
Для нульового наближення моделі ( m = 0 ) по-
передній вираз перетвориться на такий:
w r R R Rj n0 1 2 0, , , ,( ) = . (12)
У відмінності між виразами (11) та (12) і криється 
причина перерозподілу реакцій закріплень статич-
но невизначних систем при використанні ітераційної 
зсувної моделі. Одним із чинників впливу деформів-
них властивостей бруса на перерозподіл реакцій, є від-
ношення жорсткостей D Di0 00 . Причому найбільший 
вплив на уточнення розподілу реакцій матиме вплив 
відношення D D01 00 , оскільки практика розрахунків 
показує, що D D D D i01 02 03 0 , , , . Тому очевидно най-
більшим і можливо достатнім буде уточнення реакцій 
на першому кроці наближення моделі ( m = 1 ).
Наявність впливу зсувної піддатливості матеріа-
лу бруса на перерозподіл реакцій показано у роботі 
[3], де запропоновано методику моделювання статич-
но невизначних багатопрогонових балок для першого 
наближенні ітераційної зсувної моделі згину. Отри-
мані теоретичні результати потребують порівняння 
експериментальними дослідженнями, для перевірки 
їх адекватності.
5. Результати експериментальних досліджень
Експериментальне дослідження впливу зсувної 
піддатливості матеріалу бруса на величину опорних ре-
акцій статично невизначної балки проводилось за схе-
мою, наведеною на рис. 1, а. В якості зразків використо-
вувались дерев’яний ( E G = 20) та сталевий ( E G = 2 6, ) 
бруси прямокутного перерізу з розмірами відповідно: 


















а                                                                           б
Рис. 1. Експериментальне дослідження: а – схема випробування; б – розрахункова схема
58
Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774 4/7 ( 64 ) 2013
Ви бір м ат е р і а л і в 
для зразків дозволив у 
першому випадку чітко 
виявити вплив попереч-
них зсувів на дослідні 
величини, а у другому 
– практично звести їх 
до нуля. Це дає можли-
вість більш чітко оціни-
ти адекватність моделі. 
Крім цього використан-





домі методи розкриття 
статичної невизначено-
сті, використання яких 
для однорідних брусів 
можливе у звичному 
вигляді.
Вантаж 6 у ході випробування збільшувався з кро-
ком – 5  кг. На кожному кроці випробування доданий 
вантаж врівноважувався зусиллям гвинтового наван-
тажувача 3, приєднаного до балки 1 через динамометр 
5, таким чином щоб забезпечити нульові переміщення 
перерізу над вантажем. Контроль переміщень перерізу 
здійснювався за допомогою індикатора годинникового 
типу 4. Таким чином, моделювалась робота статично 
невизначної балки, схема якої зображена на рис.1, б, де 
реакції R  на шарнірній опорі відповідає вага вантажу 
6, а силі F  – показники динамометра 5. У ході дослід-
ження задавались два положення проміжної опори: 
l1 0 2= .  м і l1 0 3= .  м. Це дозволило оцінити характер 
впливу відношення довжини прогону до висоти пере-
різу на величину реакції.
Теоретичне визначення реактивних зусиль за зсув-
ною моделлю, виконувалось відповідно до методики, 
описаної у [3]. Отримані результати порівнювались 
з даними розрахунків за відомими методами опору 
матеріалів. Результати експериментальних та теоре-
тичних досліджень наведені на рис. 2, де: 1 – графік 
аналітичної залежності між силою F  та реакцією R , 
отриманої за рівнянням 3-х моментів, яке не дозволяє 
враховувати вплив поперечної сили; 2 – графік залеж-
ності отриманої за методом сил з урахуванням впливу 
поперечної сили; 3 – графік залежності отриманої за 
зсувною моделлю з урахуванням деформацій попереч-
ного зсуву. Отримані результати експериментальних 
та теоретичних досліджень показують значний вплив 
зсувної піддатливості на величину реакції опори для 
дерев’яного зразка.
Цей вплив проявлявся у різниці між дослідною 
величиною реакції та теоретично отриманим значен-
ням за рівнянням трьох моментів, який не дозволяє 
врахувати вплив поперечної сили. Усереднене зна-
чення похибки досягає 30%  для положення опори 
l1 0 2= . м і 10%  для положення l1 0 3= . м. В той час, як 
метод сил з урахуванням поперечної сили і зсувна 
модель дають досить близькі між собою значення, які 
гарно узгоджуються з експериментом. Для сталево-
го зразка, як і передбачалось, усі теоретичні методи 
дають результати близькі між собою і до експеримен-
тальних значень, оскільки дослідне відношення до-
вжини прогону до висоти перерізу велике, а матеріал 
мало піддатливий зсувам.
6. Висновки
Для ітераційної зсувної моделі згину композит-
них брусів на будь-якому кроці уточнення характер 
розподілу внутрішніх зусиль залишається незмінним 
і відповідає класичний моделі згину. Вплив зсувної 
піддатливості матеріалу бруса на величину внутріш-
ніх зусиль у статично визначних задачах відсутній, а 
у статично невизначних задачах пов’язаний із пере-
розподілом реактивних зусиль (реакцій опор) і може 
досягати значної величини.
Тому, визначення реактивних та внутрішніх зусиль 
для статично невизначних композитних брусів потре-
бує застосування методик побудованих на основі мо-
делей, які враховують зсувну депланацію поперечних 
перерізів.
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Рис. 2. Залежність реакції R  проміжної опори від величини прикладеної сили F :
а – сталевий брус з розміром l1 0 2= . м та 0 3. м; б – дерев’яний брус з l1 0 2= . м;
в – дерев’яний брус з l1 0 3= . м
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1. Вступ
Наявність в трубопровідних системах різних міс-
цевих опорів викликає турбулізацію потоку.
Це призводить до підвищення затрат енергії, що 
необхідна для транспортування рідини в трубопро-
водах, а також погіршення характеристик роботи 
останніх.
Зацікавленість гідродинамікою слабоконцентро-
ваних полімерних розчинів зумовлена можливістю 
зменшення опору при русі в рідині тіл і течії в трубах. 
Ефект зниження опору, відомий як ефект Томса, спо-
стерігається при турбулентному режимі руху. При 
такій течії потоку додатки викликають зменшення 
втрат на тертя по довжині. Вплив їх на величину 
місцевих втрат носить більш складний характер. В 
залежності від геометричної характеристики опору 
та концентрації додатків, вони можуть викликати як 
зниження, так і збільшення місцевих втрат тиску в 
трубопроводі.
